
WORKING PAPERS

W.P. n. 31
FONDAMENTI PER UN APPROCCIO UNIFI
CANTE ALL’ANALISI DEL COMPORTAMENTO 
DELLA DOMANDA IN UN SISTEMA LOCALIZ
ZAZIONI - TRASPORTI
C.S. Bertuglia, G Leonardi, S. Oecelh, G.A, Rabino, 
R, Tadet





Working Paper n. 31

W.P. n. 31
FONDAMENTI PER UN APPROCCIO UNIFI
CANTE ALL’ANALISI DEL COMPORTAMENTO 
DELLA DOMANDA IN UN SISTEMA LOCALIZ
ZAZIONI - TRASPORTI
C.S Bertugha, G, Leonardi, S. Occelli, G.A, Rabtno, 
R Tadei

Gennaio 1984

Studio condotto nell’ambito del P F T 
Sottoprogetto 2, contratto CNR-IRES n 82.00450 93





1. In troduzione  *

L 'analisi delle in te rre laz io n i t r a  localizzazioni e t r a s p o r t i  co stitu ì 

sce una tem atica fondam entale, p re s e n te , se p p u re  con p itiche  e gradi di 

approfondim ento  d iv e rs i, nella  m aggior p a r te  della m odellistica u rb a n a  e 

reg iona le .

C iò, ovviam ente, non so rp re n d e  d a ta  la m olteplicità degli aspe t

t i  (nonché dei problem i) che le in te rre laz io n i t r a  localizzazioni e t r a 

sp o rti fanno rico n o sce re , e che em ergono con p a rtico la re  ev idenza qua 

lora  si voglia fo rn ire  un q u ad ro  sistem atico dello s ta to  d e ll'a rte  degli 

s tu d i in  q u esto  campo e , s o p ra ttu tto , degli avanzam enti p iù  recen ti e delle

(*) Questo saggio è ricavato da una parte di un lavoro assai ampio: 
Bertuglia C.S., Leonardi G.,, Occelli S., Rabino G.A., Tadei R. 
(1983) Interrelazioni tra localizzazioni e trasporti: stato del
l'arte, proposte per un quadro di riferimento unificante e possi
bili linee di sviluppo. Tale lavoro costituisce la relazione in
troduttiva al volume: Bertuglia C.S., Leonardi G., Occelli S., Ra 
bino G.A., Tadei R. (a cura) Nuove teorie e metodi per l'analisi 
delle relazioni tra localizzazioni e trasporti. Tale volume è il 
risultato dello studio condotto nell'ambito del PFT - Progetto Fi_ 
nalizzato Trasporti (contratto CNR - IRES n. 82.00450.93) e conse 
gnato al P.F.T. nel mese di dicembre 1983.
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po tenzialità  di sv iluppo fu tu ro  del campo s te sso  (c f r .  : B ertu g lia  et

a l . ,  1983).

In qu esto  saggio ci si co n cen tra  su ll'an a lis i di un p a rtico la re  a 

sp e tto  d e riv an te  dalle in te rre laz io n i su d d e tte . P rec isam ente , dato  un si 

sterna lo ca lizzazion i-traspo rti s i a ffro n ta  l'ana lis i del p rocesso  di scelta , 

da p a r te  degli u te n ti del s is te m a ,tra  le d iv e rse  a lte rn a tiv e  e s is te n ti in 

tale sistem a (in  te rm in i, ad esem pio, di destinazion i degli sp o stam en ti, 

di p e rc o rs i da e ffe ttu a re  o di se rv iz i di t ra sp o r to  da u tiliz z a re ) .

Si noti che l'analisi del com portam ento della domanda - p u r  fo — 

calizzandosi, come d e tto , su  un a sp e tto  p a rtico la re  e certam en te  non e- 

sau stiv o  della in te ra  problem atica delle in te rre laz io n i localizzazion i-tra  — 

sp o rti -  co stitu isce , nondim eno, uno degli o g g e tti di in te re sse  fonda — 

m entali, ed in  la rg a  m isura dom inanti, negli s tu d i co n cern en ti le in te r 

relazioni su d d e tte .

In  questo  sagg io , in p a rtic o la re , la d iscussione  viene condo tta  

ad un livello essenzialm ente teorico-m etodologico, cosa che co n sen te , 

non solo di in d iv id u a re  le relazioni e s is te n ti t r a  i d iv e rs i approcci mo - 

dellistici al com portam ento della dom anda, ma, e s o p ra ttu tto , di p o rre  

delle solide basi p e r  l'in teg raz io n e  s te s sa  di ta li ap p ro cc i, che s ic u r a 

mente p o trà  p o r ta re , in un fu tu ro  non lon tano , alla form ulazione di un 

nuovo e più po ten te  ap p ro cc io .
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2. A pprocci e s is te n ti p e r  l'analisi del com portam ento della dom an

da

I modelli di domanda più im p o rtan ti, in un  sistem a localizzazioni - 

t r a s p o r t i ,  sono quelli in e ren ti alle scelte  degli u te n ti di tale sistem a 

tr a  d iv e rse  a lte rn a tiv e , in genere  spazialm ente d iffe ren z ia te . Più espli_ 

citam ente in te re ssa n o  i modelli di scelta  delle destinazion i degli sposta  

m enti, i modelli di sce lta  dei p e rco rs i su  una r e te ,  i modelli di scelta  

dei mezzi d i tra s p o r to  con cui e ffe ttu a re  lo spostam ento .

Al d i là del con tenu to  specifico , d iv e rso  da caso  a caso , esis te  

una  sim ilarità fondam entale nella s t r u t tu r a  di ta li modelli, in quanto tut^ 

ti  contem plano una  situazione di scelta  t r a  un insieme d isc re to  di a lte r  

n a tiv e  (siano  esse  destinaz ion i, p e rc o rs i o mezzi di tra s p o r to )  e ten  - 

tano  di sp ieg a re  il meccìanismo di sce lta  in funzione di c a ra tte r is tic h e  

delle a lte rn a tiv e  ( a t t r a t t iv i tà ,  u tilità , capacità  e c c .)  e di m isure d i di_ 

s tan za  o costo  che riducono la p ossib ilità  di accedere  al loro uso.

Una prim a distinzione può e sse re  fa tta  t r a  modelli di sce lta  s ta  

tic i e modelli di sce lta  dinam ici.

Anche se in quan to  segue ci si c o n ce n tre rà  esclusivam ente sull' 

analisi com parativa dei modelli s ta tic i, è bene ch ia r ire  che ta le  scelta  

non è d e tta ta  da motivi di im portanza. Da un la to , va  riconosciu to  che 

la le t te ra tu ra  su i modelli di scelta  dinamici è molto lim itata e sp o rad ica , 

q u ind i in su ffic ien te  per co n d u rre  una v e ra  e p ro p r ia  analisi com parativa. 

Da un a ltro  lato, si può , in un certo  sen so , d ire  che un com portam ento 

di scelta  dinamico è una successione nel tempo di scelte  localmente stati
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ch e , p e r  cui il suo meccanismo fondam entale è riconducib ile  a quello 

che v e r rà  qui analizzato . Ciò che d ifferenz ia  un  modello di sce lta  d ina - 

mico da uno sta tico  è, essenzialm ente, il fa tto  che gli a t t r ib u ti  delle a lte r  

na tive  ogge tto  di scelta  (in  g e n e re ,r ia s su n ti in una m isura di u tilità) non 

sono c o s ta n ti, ma variano  nel tempo in funzione delle in terazion i rec ip ro  

che t r a  gli in d iv idu i, nonché delle in te raz ion i t r a  q u e s ti e l'am biente fi_ 

sico in cu i hanno luogo le sce lte . Esempi tip ic i di a t tr ib u ti  delle a lte rn a 

tiv e , che variano  p e r  ta li in te raz io n i, sono la capac ità  lim itata (ad  esem 

pio , di uno stock  edilizio o di un tronco  s tra d a le ) , i p re z z i, nonché tut^ 

te  le e s te rn a lità  negative d e riv an ti dalla com petizione t r a  d iv e rs i indivi

dui p e r  l'u so  di a lte rn a tiv e  lim itate. Tali e ffe tti e la loro dinamica sono 

in tro d o tti esplicitam ente nei saggi di de Palma e L efèvre  (1983), Smith 

( 1983b), Weibull (1983) e Leonardi (1983).

T u ttav ia , fermo re s tan d o  che l'in tro d u z io n e  della dinamica co sti

tu isce  sen z 'a ltro  una delle più in te re ssa n ti  d irezioni di sv iluppo  fu tu ro , 

va anco ra  o sse rv a to  che ciò concerne più l'analis i delle variazion i degli 

a t t r ib u ti  delle a lte rn a tiv e , che non il meccanismo fondam entale che 

ne p ro d u ce  la valu tazione e la sce lta . Tale meccanism o, di n a tu ra  local

mente s ta tic a , è appun to  l'o g g e tto  de ll'analisi che segue  e co stitu isce  1' 

elem ento fondam entale alla base di tu t t i  i modelli di sce lta , sia  s ta tic i 

sia dinam ici.

Un' u lte rio re  classificazione può e sse re  b a sa ta  su lla  d istinzio  — 

ne t r a  modelli a g g re g a ti, cioè b a sa ti su  reg o la rità  o sse rv a te  a livello ma 

croscop ico , e modelli d isa g g re g a ti, cioè b a sa ti su  esp lic ite  assunz ion i Qn 

g e n e re , microeconomiche) re la tiv e  al p rocesso  di sce lta  in d iv id u a le .

T ra  i prim i si annoverano  i modelli b a sa ti su lla  massimizzazione 

d e ll'en tro p ia  e quelli b asa ti su l p rinc ip io  dell'efficienza dei co sti; t r a  i 

secondi si annoverano  i modelli c lassici di massimizzazione d e ll 'u tilità , ti
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pici dell'economia u rb a n a , e quelli basa ti sulla teo ria  delle u tilità  c a 

suali.

Ciò che può sea ib ra re  so rp ren d en te  è che p re su p p o sti teo ric i co 

sì d isp a ra ti , ed apparen tem ente  in conflitto, spesso  si traducono  in mo - 

delli sostanzialm ente iden tic i. Più esa ttam en te , tu t t i  gli approcci che 

ten tan o  di in tro d u r re  e ffe tti di d ispersione  p robab ilis tica  sulle scelte  

-^cioè, la massimizzazione dell'en trop ia, l'effic ienza  dei costi e le u tilità  ca 

suali -  producono, so tto  assunzion i ab b astan za  blande, il cosidde tto  model^ 

lo log it multinom inale.

In q u an to  segue v e rran n o  analizzati gli a sp e tti teo ric i di ta li si  ̂

m ilarità e le relazioni che perm ettono di p a ssa re  da un approccio  a ll'al — 

tro .

3. Relazione t r a  massimizzazione d e ll'en tro p ia  ed efficienza r isp e tto  

ai costi

L 'equ ivalenza  t r a  i due p rin c ip i è d im ostra ta  nel co n trib u to  di 
Smith (1983b), a cui si rim anda p e r  i de ttag li tecn ici.

Qui si accen n eran n o  solo gli a sp e tti salien ti dei due metodi e di ta  

le equ ivalenza .

Va d e tto  p e r  inciso  che Smith applica il p rinc ip io  ad un problem a 

di assegnazione  su  una  re te  co n g estio n a ta , ma ovviam ente esso  può es - 

se re  esteso  a qua lu n q u e  a ltro  problem a di sce lta  t r a  a lte rn a tiv e  d isc re  - 

te .  P e r ta n to , l'analis i com parativa t r a  i due p rin c ip i può e sse re  b a sa ta  

su l p iù  semplice problem a di sce lta  t r a  a lte rn a tiv e  d isc re te  che si possa 

co n sid e ra re  e che è il seg u en te .
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Si abbia una popolazione P di u te n ti ed un insieme di a lte rn a tiv e  j 
j = A c iascuna a lte rn a tiv a  j sia associato  un  num ero rea le

v , che si può chiam are u tilità  d e ll 'a lte rn a tiv a  j (p e r  la popolazione 

co n sid e ra ta ) e che m isura l 'a t t ra t t iv i tà  od i v an tag g i re la tiv i, associati 

alla sce lta  d e ll'a lte rn a tiv a  j .  In molte applicazioni, v. sa rà  composto sia 

da un  term ine di costo di accesso a ll 'a lte rn a tiv a  j (ad  esempio, costo  di 

tra sp o r to )  sia da un term ine di a t tra t t iv i tà  specifica dell a lte rn a tiv a  ) 

(ad  esem pio,dim ensione di un  cen tro  di v e n d ita , capac ità  e e c .) .  T u t t a 

v ia , dal pun to  di v is ta  teorico  com parativo , che è quello che qu i in te re s  

sa , ta le  d istinzione e d isaggregazione non è rilev a n te , p e r  cui è co n v e 

n ien te  co n sid e ra re  u n 'u n ica  valutazione num erica d e ll 'a lte rn a tiv ità  j, 
che v e r rà  appun to  chiam ata la sua  "u tilità " .

Il modo in cui il problem a di de term inare  la d is trib u z io n e  delle 

scelte  della popolazione p t r a  le va rie  a lte rn a tiv e  v e rre b b e  a ffro n ta to  

secondo la massimizzazione d e ll 'en tro p ia , come p ro p o sta  da Wilson (1970, 

1974), è ben  no to . Qui v e r rà  richiam ato. Supponendo che tu t te  le confi_ 

gurazion i possib ili siano equ ip robab ili (sa lvo  vincoli) a livello m icrosco

pico , la p ro b ab ilità  di o sse rv a re  una  c e r ta  d is trib u z io n e  a livello a g g re 

gato s a rà  proporzionale  al num ero di configurazion i possib ili a livello 

m icroscopico che producono la d e tta  d is trib u z io n e  a livello m acroscopico

Sia il num ero di u ten ti che scelgono l 'a lte rn a tiv a  j.

Il v e tto re  T - f T1 < . . . ,  t ] ra p p re se n ta  p e r ta n to  la d is tr ib u z io 

ne delle scelte  a livello a g g reg a to . O vviam ente, vale il vincolo:

T = P .j
( 1 )

In base alle ipotesi fa tte , la probabilità di o sservare  il vettore  T

è p roporzionale  a:
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W(T) = -JJ— --- • <2)
n t . ! 
j=l 3

L 'u lte rio re  ipo tesi che p e  T ., j = 1 , . . . ,  n ,  siano g ran d i ren d e  

lecito l'u so  dell'approssim azione (S tir lin g ) :

In T ! „ T (in T.-l) (3)
3 3 3

P ertan to , qua lo ra  si voglia c e rca re  la d istribuz ione  T più p robab i 

le , cioè che re n d e  massima w (T ) ,  p e r  g ran d i num eri e ssa  è ,con  buona 

approssim azione, la d is trib u z io n e  che ren d e  massima la q u an tità :

In W(T) = - E In T. ! + In P!: 3

(ciò p e rch é  la r ic e rc a  del massimo non è a ffe tta  da una trasform azione 

monotonica c re sc e n te  della funzione m assim izzanda). T rascu ran d o  il te r  

mine co stan te  . In Pi, che non in fluenza  l'ubicazione del massimo, ed u -  

sando l'approssim azione (3 ) , si o ttiene  che la d is tribuz ione  T più  p roba  

bile è quella  che ren d e  massima la funzione:

E(T) = - 5 T (In T-l). (4)
j j 3

Tale funzione è no ta  come en tro p ia  della d is trib u z io n e  T.

Secondo Wilson, ed in analogia con l'u so  che si fa  del metodo in 

meccanica s ta t is t ic a , la r ic e rca  del massimo di e (t ) è so g g e tta  non solo 

al vincolo (1 ) ,  ma anche ad un u lte rio re  vincolo di conservazione di 

qualche so rte  di "en erg ia  to ta le" del sistem a.

Wilson iden tifica  nel costo  (o tem po) to ta le  di tra s p o r to  ta le  e —
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n e rg ia ; nella formulazione qui u sa ta , ciò si trad u ce  e generalizza nell' 

u tilità  to ta le  del sistem a, cioè la q u an tità :

E T .v . .  (5)3 3 3

In  base a quan to  sopra  d e tto ,la  d is trib u z io n e  T più probab ile  è 

la soluzione del problem a di program m azione matematica:

n n
max {E(T>: E T^±P, E T v = V }  , (6)T j=ì 3 j=l j j

in cui v è il livello p re fissa to  di u tilità  to ta le . E’ facilm ente verificab i

le che la funzione e (t ) è concava; p e rta n to ,il problem a (6) è un  

problem a di program m azione concava (essendo  soggetto  a vincoli l in e a 

r i ) .  Ciò significa che il metodo classico  dei m oltiplicatori di L agrange 

può e sse re  usato  p e r determ inarne l ’unica soluzione.

Il lagrang iano  co rrisp o n d en te  al problem a (6) è :

n n
£(T,v,a) = E(T) - V (P- E T  ) - M (V- E T v ), (7)3=1 3 3=1 3 3

in cui v e  u sono i m oltiplicatori di L agrange associati ai vincoli (1) 

e ( 5 ), r isp e ttiv a m en te .

A nnullando le d e riv a te  di £ r isp e tto  a c iascun T si o ttien e :

in T. = - (v + u v ) ,3 j
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cioè :

-uvT = k e 3
j

. . -vin cui k = e

( 8)

Il vincolo (1) 

t r e ,  non si p e rd e  in

perm ette  di elim inare la co stan te  k dalla (8 ) ; inol 

genera lità  nel d e fin ire :

e  -  -  y

(d i fa tto , 8 è em piricam ente sem pre non n eg a tiv o ). Si a r r iv a  p e r ta n 

to  a:

T = P
Bve 3

E e$v.
(9)

che è la formula del modello log it m ultinom iale, nella sua forma più 

sem plice. Il valore  della funzione e (t ) associato  alla d is tribuz ione  (9) 

è dato  da:

E (T) Bvtì
ET (Bv + In P -  In E e J-1 
j 3 J J

= P In ? e -1 + co stan ti 3
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e, poiché l'en tro p ia  è in genere  defin ita  a meno di co stan ti ad d itiv e  ar^ 

b itra rie , è lecito rid efin irla  in modo che sia:

E(T) = P In E e3Vj . (10)
J

Il p rincip io  della massimizzazione d e ll 'en tro p ia , essendo  meccani 

c o -s ta tis tico , non ha u n 'in te rp re taz io n e  macroeconomica d ire tta . Ciono

n o stan te  un  comportamento economico viene indo tto  nella soluzione (9) 

che m ostra una tendenza  delle scelte  a co n ce n tra rs i sulle a lte rn a tiv e  

con u tilità  più a lta .

Tale ten d en za , o tten u ta  da Wilson come r isu lta to , è invece u s a 

ta  da Smith (1978, 1983a) come assunzione di p a rte n za  del suo p rin c i — 

pio di "efficienza risp e tto  ai costi"  (ch e , d a ta  la form ulazione qui u sa 

ta ,  è p iù  appropria tam en te  r ib a tezza to  "efficienza r isp e tto  alla u ti l i tà " ) .

Si esam ina brevem ente  come il semplice problem a di d is trib u z io  -  

ne v e rre b b e  a ffro n ta to  secondo l'approccio  di Smith ( 1978).

Si consideri ancora una popolazione to ta le  p , un  insieme di al - 

te rn a tiv e  r  = { j : j = l , . . . , n  } , una u tilità  associata  ad ogni

a lte rn a tiv a  j £ s  .

Si denoti con :
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t = (r1 • • • / r ) P r EH, k = 1, . .. ,P
k

una configurazione di sce lte , co stitu ita  dalla lis ta  delle a lte rn a tiv e  scel^ 

te  dal prim o, secondo, p-esimo ind iv iduo . In d iv e rse  occasioni (ad 

esem pio: in g io rn i d iv e rs i)  si o sse rv e ran n o  in generale  configurazion i t  

d iv e r s e .

si ind ich i con Q(t ) la p ro b ab ilità  di o sse rv a re  T . Smith (1983) dimo

s tra  che la forma di Q(T) è completamente determ inata  dalle seg u en ti 

due a ssu n z io n i, che costitu iscono  l'e ssen za  del metodo di efficienza del 

le u tilità .

A ssunzione 1 (In d ip en d en za)

I term ini della successione t sono in d ip en d en ti. Da ciò consegue: 

m

Sia T = (t f • • • / t  ) una tale successione di configurazioni em

8<T) = ^ a i y .

A ssunzione 2 (P rincip io  di efficienza delle u tilità )

Si defin isca :

m
V(t ) = — E V (t ) u tilità  media della successione  T .m , k

in cu i:

V(t) = Z v(r.) 
j = l 3

( 11 )

indica l 'u tilità  cum ulata su tu t t i  i P u te n ti  della configurazione t = ( r ^ , . . , r ) .
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Se, p e r due successioni T , T '

V(T) _> V(T‘ ) , 

allora

Q(T) > Q(T') .

L 'assunzione  2 in troduce  una condizione di reg o la rità  macroeco — 

conomica e sp lic ita , ma molto blanda (ad  esem pio, assa i p iù  b landa della 

massimizzazione d e ll 'u tilità ) . Essa dice semplicemente che è più probabi^ 

le o s se rv a re  succession i di configurazioni di scelte  con u tilità  mediamen 

te  a lte , che non v icev e rsa .

Smith m ostra che dalle assunzion i 1 e 2 d iscende che:

Q(t) k e3 v(t) 3 > 0, ( 1 2 )

in cui k è una  costan te  d i norm alizzazione e 3 è un param etro .

Il r isu lta to  (12) e la definizione (11) sono su ffic ien ti a m ostrare 

l'equ ivalenza  t r a  p rincip io  di efficienza delle u tilità  e princip io  di massi_ 

mizzazione d e ll'en tro p ia .

In fa tt i ,  s ia  F = (f , . . . ,  F ) il v e tto re  della d is tribuz ione  dei1 n
P u te n ti  t r a  le a lte rn a tiv e  1, . . . , n ,  ta le  che: 

n
E F = P (13)

• , 3

e si considerino  tu t te  le configurazioni di sce lte  t  che producono lo s tes  

so v e tto re  F . Il num ero to tale  di ta li configurazion i è dato  da:
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P!

In o ltre , esse  hanno tu tte  eguale u tilità  cum ulata:

n
V(t) = V(F) = Z F . v.

(14)

e ,p e rtan to ,so n o  equ ip robab ili con p robab ilità  data dalla (1-2),: 

n
k exp (3 Z 

3 = 1
Fj v.) .

D
(15)

Combinando la (14) e la (15) si ha che la p ro b ab ilità  associata  ad 

una d is trib u z io n e  F è proporzionale a:

P!
W (F) =

T, F. !
3-1 D

exp (3 Z F v ) 
1 = 1 j j

(16)

e la d is trib u z io n e  F più probab ile  è determ inabile come soluzione del p rò  

Ùlema di program m azione matematica:

max {in W(F) : Z F . = P ) .
F j = l 3

(17)

Usando come di consueto  l'assunzione  che le f siano suffic ien te-
j

mente g ran d i e l'approssim azione di S tirlin g

In F .! _ F . ( I n  F . - l ) , 
1 1 1
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si ha  che:

In W(F) = In P! + 3 E F v - E In F !
> 1  j j 3=1 j

E F (InF-l) + 3  E F v + l n P !  
3-1 j j j-i j j

R icordando la (4) (definizione della funzione en tro p ia ) e tra s c u 

rando  le co stan ti ad d itiv e , si o ttiene  che il problem a (17) è equ ivalen te  

al problem a

max
F

n
(E(F) + 3 E F.

j = l  j
v

3

n
E F = P } 

3
(18)

E' ev iden te  che il problema (18) è un  rilassam ento  lag rang iano  

del problem a (6 ) , in quan to  un vincolo del tipo :

n
E F v = V 

3 = 1 j j

(qua le  app are  nel problem a (6) è so stitu ito  dal term ine:

n
3 E F v 

3 = 1 3 j

agg iun to  alla funzione ob ie ttivo .

P e rta n to , se il valore num erico del param etro  3 u sa to  nel p rob le  

ma (18) è uguale a quello del m oltiplicatore di L agrange 3 re la tiv o  al se 

condo vincolo del problem a (6), i problem i (6) e (18) sono completamen-
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te  eq u iv a len ti, cioè hanno la s te ssa  soluzione ottimale e lo s tesso  valore 

ottim ale della funzione ob ie ttivo . Da tale equivalenza e dalla (9) d iscen

de che la d is trib u z io n e  F più probabile  b asa ta  sul p rincip io  dell'efficien  

za delle u tilità  è:

(19)

4. Relazione t r a  teo ria  delle u tilità  casuali e massimizzazione d e ll 'e n 

tro p ia

In 3. si è d im ostrata  l'equ ivalenza  t r a  due p rin c ip i macroscopi_ 

c i, uno m eccan ico-sta tistico  (la massimizzazione d e ll'en tro p ia ) e l 'a ltro  

macroeconomico (l'e ffic ienza  delle u til i tà ) . In ambedue i casi si t r a t ta  di 

p rin c ip i b a sa ti su  assunz ion i p iu tto s to  b lande e che vincolano assa i po - 

co il com portam ento ind iv idua le . In questo  pun to  v e r rà  esam inata 

un a  teo ria  esp licitam ente  b asa ta  su  assunzion i m icroscopiche, la teo ria  

delle u tilità  casu a li, e v e r rà  determ inato  in quali condizioni e ssa  p ro d u 

ce r isu lta ti  eq u ivalen ti alle teo rie  m acroscopiche di cui in 3.

Si consideri ancora  la situazione di scelta  d iscu ssa  in 3 ., ma 

si esam ini in p a rtico la re  il com portam ento di un  singolo indiv iduo di 

fro n te  alle a lte rn a tiv e  j ,  j= l ,  . . . ,  n.

Negli app rocci ag g reg a ti d iscu ssi in 3.„ è s ta to  in tro d o tto  un

insieme di p esi num erici v , chiamati "u tilità"  (anche  se n e ssu n a  delle
j

due teo rie  fin o ra  co n sid era te  è, in senso s t r e t to ,u t i l i t a r i s ta ) , che m isura 

no la d iv e rsa  a t tra t t iv i tà  re la tiv a  delle a lte rn a tiv e .
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In  una visione u tilita r is tica  trad iz iona le , qualora  i v v en isse ro
j

in te rp re ta ti  come vere  e p ro p rie  funzioni di u tilità  defin ite  da c iascun 

membro della popolazione p sull'insiem e delle a lte rn a tiv e , e qua lo ra  la 

popolazione in oggetto  fosse composta di p membri p e rfe ttam en te  omoge

nei r isp e tto  alla valutazione delle a lte rn a tiv e  (cioè, con la s te s sa  funzio 

ne di u ti l i tà ) , allora un individuo p reso  a caso t r a  i p ind iv idu i to ta 

li sceg lie rebbe  l 'a lte rn a tiv a  k p e r cui l 'u tilità  vk è massima:

Vk max
j

vj ( 20)

L 'ipotesi (2 0 ), che si definirà della massimizzazione d e ll'u tilità  de 

te rm in is tica , c a ra tte riz z a  buona p a rte  dei modelli neoclassici di economia 

u rb a n a .

Il p rincip io  della scelta  d e ll 'a lte rn a tiv a  di u tilità  massima, o di 

costo minimo, costitu isce  anche la base della teo ria  c lassica  della loca — 

lizzazione delle a ttiv ità  economiche e dei se rv iz i, a p a r tire  dallo schema 

w eberiano, p e r a rr iv a re  ai modelli di assegnazione e di localizzazio 

ne contem plati dalla R icerca O pera tiva . [Alcuni t r a  i p rinc ipa li modelli 

di q u esto  tipo  sono d e sc ritt i  e d iscu ss i, ad esem pio, in Beckm ann(l983) 

ed in C olorai (T983)] .

T u ttav ia , è noto che tale pi*incipio p roduce  configurazion i di 

sce lte  poco rea lis tich e : se la popolazione p fosse  effe ttivam ente  omoge

n ea , nella re a ltà  si o sse rv e reb b e  che la to ta lità  delle scelte  si concen —

tre re b b e  su ll 'a lte rn a tiv a  k, a cui co rrisp o n d e  l 'u tilità  v massima,men -k
t r e  tu t te  le a ltre  a lte rn a tiv e  j i  k, p e r  cui v. < v re s te re b b e ro  in u ti —

3 k
lizzate .

Un modo p e r  elim inare tale a sp e tto  in d esid era to  è quello di assu -
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mere che la popolazione p sia e terogenea  r isp e tto  alla valutazione delle 

a lte rn a tiv e , cioè che ciascun individuo abbia d iverse  funzioni di utilità. 

Poiché una osservazione d ire tta  delle funzioni di u tilità  di ciascun singo 

lo ind iv iduo  è im possib ile , anche la descrizione in term ini determ in istic i di 

un p rocesso  di scelta  d isag g reg a to  con popolazione e terogenea  è impossibile.

La teo ria  delle u tilità  casua li, p ro p o sta  da Luce (1959) e s v ilu p 

p a ta  da Manski (1973), Domeneich e McFadden (1975), B en-A kiva e Ler 

man (1979), a ffro n ta  il problem a in troducendo  esplicitam ente elementi 

s tocastic i nel p rocesso  di sce lta . Ciò che la teo ria  delle u tilità  casuali 

su g g e risce  p e r  riso lv ere  il problem a è di dare  la seg u en te  descrizione 

in term ini p ro b ab ilis tic i.

Si supponga che un individuo e s tra tto  a caso dalla popolazione p 

asseg n i a ll 'a lte rn a tiv a  j l 'u tilità :

u = v + e , (21)
j j 3

in cui v sono le q u a n tità  già u sa te  in p reced en za , ed in te rp re ta b ili 

come com ponenti de term in istiche  d e ll 'u tilità , iden tiche  p e r tu t t i  gli in - 

d iv idu i (e d ip en d en ti da c a ra tte r is tic h e  o sservab ili d e ll'a lte rn a tiv a  j ) ,

m entre  e sono variab ili c a su a li, in te rp re ta b ili come componenti sto  -
j

cas tich e  d e ll 'u tilità , variab ili da individuo ad individuo e in d ip en d en ti 

da c a ra tte r is tic h e  o sse rv ab ili delle a lte rn a tiv e .

U n 'ipotesi sem plificatrice spesso  in tro d o tta  è che { e .} sia  una 

successione  di variab ili casuali ind ’pen den ti e identicam ente d is tr ib u ite , 

p e r  le quali si assum e che e s is ta  una d is tribuz ione  di p ro b ab ilità :

F(x) = Pr { e < x } , j = 1...........n . (22)
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Le assunzion i (20) e (21) perm ettono di d e riv a re  formule e sp li

cite p e r la d is tribuz ione  d e ll'u tilità  massima e le p robab ilità  di scelta 

t r a  le a lte rn a tiv e .

In n a n z itu tto , dalle (20) e (21) segue che la d is trib u z io n e  di p rò  

bab ilità  d e ll'u tilità  com plessiva d e ll'a lte rn a tiv a  j è d a ta  da:

p { u  < x } = p { v . + e  < x }  = p { e < x - v >r j -  r  3 j  — r j -  j
(23)

= F ( x - v  ) .
j

P e rta n to , definendo la variab ile  casuale:

u = max u
j 3

e no tando  l'equ ivalenza  t r a  i due ev en ti:

u < x

e

U <  X3 ~ p er tu tt i  i j = l , — , n,

si ha che:

H( x)  = P fu < x ) = P (u < x u < x } n —
n n (24)

La d en sità  di p robab ilità  h (x ) associata  ad h (x ) è:
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h(x) = H' (x) = E F ’ (x-v.) n F (x- v )
3=1 J K

(25)

e l 'u til i tà  a tte sa  associata  alla sce lta  di una a lte rn a tiv a  di u tilità  comples 

siva massima è :

V = / x d H(x) = / x h(x) dx =— OO —00

/ x E F * ( x - v  ) II F ( x - v  ) dx j , k
3=1 W l

(26)

In fin e , la p ro b ab ilità  di sce lta  d e ll'a lte rn a tiv a  j ,  cioè la p ro b a 

b ilità  de ll'ev en to :

.u = max u

è da ta  da

pj / F' (x-v )j n f
k^j

(x-v ) k dx, (27)

e dalla (25) d iscende  che: 

n OO
E P . = / h( x) dx = 1.

3=1 3 -

Q ualora vengano in tro d o tte  assunzion i specifiche sulla fo r - 

ma bella d is trib u z io n e  f (x ) delle com ponenti casuali d e ll 'u tilità , 

le equazioni (24) -  (27) assum ono forme esp licite  d iv e rse . U n 'im portan 

za p a rtico la re  è s ta ta  da ta  nella teoria  e nelle applicazioni a ll'assu n z io 

n e :
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F(x) = exp (-e-0x (28)

La d istribuz ione  (28) è nota come d is trib u z io n e  dei valo ri e s t r e 

mi, o d is trib u z io n e  di Gumbel. La sua im portanza è dovu ta  al fa tto  che 

essa  implica il modello logit m ultinom iale, già o tten u to  nella ( 9) e nella 

(19), Ciò può e sse re  m ostrato più facilm ente in troducendo  la trasfo rm a

zione :

La successione di variab ili casuali (y } è una trasform azione m o 

notona d ecrescen te  della successione delle u tilità  to ta li i u ), p e r  cui
3

y può e sse re  considera to  un ind ica to re  di d isu tilità  d e ll 'a lte rn a tiv a  j ,

-ì = l , . . .  ,n . Si co n sta ta  facilm ente che le variab ili casuali y sono d i -
3

s tr ib u ite  esponenzialm ente. In fa tti , posto:

y. = e 
3

-Su-i -  S ( 0 + v . )J = e j  j (29)

V = e 3j
(30)

si ha dalla (28 ) :

G (x) =P (e j r
- 3 ( 0 j  + v j )

(31)
- 1 - F (- In x - v ) = l

j
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P . 
D = / g ’. ( x ) 

0 3
n

k i  j
[l - G (x)J dx =K.

EV,, V
V. / 

3
00 -x  k e dx

E V.

o , so stitu en d o  dalla (30) :

Pj
e Bvj

E e6''*
(32)

La (32) è chiaram ente iden tica  alla (9) ed alla (1 9 ). La d is tr ib u 

zione della variab ile  casuale:

- B u . -gu y = min e J = e
j

è d a ta  da:

n
L(x) = 1 - n [1 - Gj ( x ) ] = 1 -  e _ i , x  , <33)

j = l

o
avendo posto  i> = E v = E e 3

. j3 J

Il valore medio di u , esprim ibile in funzione di y tram ite l'equa

zione :

1 ,u -----In y
3

è p e rta n to  dato  da:
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In x dx

1 00- / (In $ In y) e ' dy =

— In $ + X
 ̂ 3

(34)

in cui y è la costan te  di Eulero.

E' im portan te n o ta re  che l 'u tilità  a tte sa  data  dalla (34), a p a r te  

la co stan te  add itiva  y /3 -c h e  può e sse re  ig n o ra ta -e  la co stan te  moltipli_ 

cativa  j  , è iden tica  al secondo fa tto re  n e ll'esp ress io n e  a d e s tra  d e l

la (10). In  e ffe tti, il term ine

è l 'u til i tà  a tte sa  di una sce lta  ottim ale p e r un singolo ind iv iduo . L 'u ti l i

tà  a tte sa  a g g reg a ta  su  una  popolazione di p ind iv idu i è p e rta n to :

ed il confron to  della (35) con la (10) nostra  che l 'u tilità  a g g re g a ta , così 

come è o tte n u ta  dalla teo ria  delle u tilità  casuali so tto  l'assunzione  (28), 

è form alm ente iden tica  (a  meno di una  co stan te  di p ropo rz iona lità ) al 

valore massimo della funzione en tro p ia  nel problem a di ottim izzazione

1 1 pv
V = — In $ = — In E e j

PV v- 3v, P In I ej
(35)

( 6 ) .

Q uesta analogia su g g erisce  qu ind i una  in te rp re taz io n e  m icroeco- 

conomica d e ll'en tro p ia , nonché una sostanziale  equ ivalenza t r a  teo ria
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delle u tilità  casuali e massimizzazione dell'en trop ia  (e , di conseguenza, 

efficienza delle u t i l i tà ) .

Vi è , tu tta v ia , un a sp e tto , a prim a v is ta , in sodd isfacen te  nelle 

considerazion i svo lte : m entre sia la massimizzazione d e ll'en trop ia  sia 1' 

e ffic ienza delle u tilità  sono p rinc ip i fondati su assunzioni molto blande 

e poco v inco lan ti a livello di comportamento ind iv iduale , i r isu lta ti  (32) 

e (35) sono s ta ti  o tte n u ti usando un ' assunzione molto specifica circa  

l 'e te ro g e n e ità  delle p re fe re n ze , cioè c irca  la d is tribuz ione  (18).

A prim a v is ta , non è assolutam ente ev iden te  che la (28) abbia 

fondam enti teo ric i generali e non sia un 'assunzione  ad hoc, scelta  p e r 

sem plicità di calcolo.

In realtà, è possib ile  d e riv a re  la (28) come risu lta to  asintotico 

da assunzioni p iù  b lan d e , s fru tta n d o  le p ro p rie tà  dei massimi di succes^ 

sioni di v a riab ili casu a li. Tale po ssib ilità , apparen tem ente  igno ra ta  dal^ 

la le t te ra tu ra  p re c e d e n te , che implicitamente considera  l'assunzione (28) 

come n e ce ssa ria  alla derivazione del modello logit (v ed i, ad esempio, 

Domencich e M cFadden, 1975), è s ta ta  esp lo ra ta  e sv iluppa ta  in alcuni 

lavori re c en ti da Leonardi (1981, 1982).

Onde c h ia r ire  ta le  pun to  di v is ta , si assum a che le a lte rn a tiv e  

siano su d d iv ise  in n classi omogenee 1,2 , . . . ,  j ,  . . .  n, e sia:

v l 'u til i tà  de term in istica  associata ad u n 'a lte rn a tiv a  della c lasse  j.

Si assum a, in o ltre , che ciascun ind iv iduo , onde sceg lie re , consi 

d e ri un  campione di a lte rn a tiv e  e s tr a tte  sequenzialm ente, e sia:

w . la p ro o ab ilità  che ad una da ta  estraz io n e  venga e s tr a t ta  u n 'a lte r  
3 n

n a tiva  a p p a rten e n te  alla classe  j ,  w. > o, z w = 1.
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Se F (x) = Pr {0 . <_ x } è la d is tribuz ione  di p ro b ab ilità  delle u- 

tilità  casu a li, che p e r o ra s i  considera  gen erica , si ha che la d is t r ib u 

zione d e ll'u tilità  associata  ad una qua lunque  a lte rn a tiv a , ad una  d a ta  e — 

strazione , è :

G(x) = E w F(x-v ) (36). 3 3
3

p e r  via della (23). La d istribuzione  de ll'u tilità  massima in un campione 

di H a lte rn a tiv e  è p e rta n to :

H (x) = GN (x ) (37)N

e ciò vale p e r  qualunque d istribuz ione  f (x ). Si in tro d u ca  adesso  la se 

guen te  ipo tesi su  F (x ) :

iim l-Fjx+y) = e~3x, g> Q- (38)
y->°° l-F(y)

Si può facilm ente v erificare  che la p ro p r ie tà  (3 8 )è equ ivalen te  a:

lira F '(x) 
l-F(x) 6 , 3 > 0. (39)

La (38),o la (3 9 ), c a ra tte riz z a  una famiglia di d is trib u z io n i di p rò  

bab ilità  p e r  le quali vale il seguen te

Teorema 1 (L eonard i).

Sotto l'ipo tesi (38), si ha:

N , 1 -gxG (x+ —  In ® + a ) = exp (-e )
p N '

lira (40)
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in  cui :
n

= E v 
j = l

gv
3e (41)

ed a è la rad ice  d e ll’equazione :N
1-F(a ) = 1/N. (42)N

Dim ostrazione del teorem a 1

Dalla (42) e dalla p ro p rie tà  (48) segue che:
Bv.e 31 — 3^lim F (x-v + —  in $ + a ) = lini { 1 -- e [1-F(a )]}

N-x» j  g N N-x» 0 N

e , so stitu en d o  dalla (42):

1
Bv.e j -gx%lim F(x-v + —  In $ + a ) = lim (1 - ~ ~  e )

n Íc¿ j g N N-x» N$
(43)

S ostituendo  nella (36) il r isu lta to  (43), e tenendo conto della 

definizione (41), si o ttien e :

-gx
1 G ) .lim G (x + —  In $ + a ) = lim (1 - —

N-x» g N N-x» N

In conclusione :
-gx „N I  e N , -gxlim G (x + “  In $ + a ) - lim (1 ) exP (-e )N-*x> 3 N N -x» N

e ciò s tab ilisce  il r isu lta to  (40).

In tu itiv am en te , il teorem a 1 s tab ilisce  ch e , se è lecito su p p o rre  

che ogni indiv iduo  considera  p e r  la sce lta  un campione di a lte rn a tiv e  

di ampiezza com plessiva n sufficien tem ente g ra n d e , la d is trib u z io n e  

d e ll 'u tilità  associata  a ll'a lte rn a tiv a  migliore è approssim ativam ente:

V * ’ - exp [- 0 -g(x-aN) (44)

e tale approssim azione è tan to  migliore quan to  p iù  g ran d e  è n . La co

s tan te  a ha il solo e ffe tto  di sp o sta re  l'o rig in e  della scala delle uti_ N
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lità  e , p e r ta n to , non in fluenza  il com portam ento di sce lta . A meno di 

co stan ti a d d itiv e , la media della d is trib u z io n e  (44) è:

V = —  In $
3

e ciò è in  accordo con la (34).

E' im portan te n o ta re  che il teorem a 1, con i r isu lta ti  che ne 

conseguono , è s ta to  o tten u to  senza alcuna assunzione  specifica c irca  

la forma della d is trib u z io n e  F(x) . P iu tto s to , è s ta ta  a ssu n ta  una p ro  

p r ie tà  b la n d a , la (3 8 ), che c a ra tte riz za  una v a s ta  famiglia di d i s t r i 
buzioni. La (38) è in e ffe tti so d d isfa tta  dalla m aggior p a r te  delle d i

s trib u z io n i p iù  n o te , e in tu itivam ente  rich iede  che la coda della di - 

s trib u z io n e  F(x) sia asin toticam ente approssim abile con un esponenziale

In ogni caso , dal pun to  di v is ta  dei vincoli che si pone al com 

portam ento  in d iv idua le , l 'assunzione  (38) è di g en era lità  p a rag o n ab i

le a quella  del p rinc ip io  della massimizzazione d e ll'en tro p ia  o d e ll'e f -  

ficienza delle u tilità .

A completamento del teorem a 1, che stab ilisce  la forma asin to 

tica  della d is tribuz ione  delle u tilità , si dà un analogo risu lta to  c irca  

la forma asin to tica  delle p ro b ab ilità  di sce lta . Sia:

p (n) la probabilità che un individuo, che ha raccolto un campione
"1

di ampiezza n (secondo le modalità sopra d e sc r itte ) , scelga 

un'alternativa di tipo j ,  j = l , . . . , n .

Vale allora il seguen te

Teorema 2 (L eo n a rd i) .

Sotto le s te sse  ipo tesi del teorem a 
3Vj

lim p . (N) 
N-k» 3

D

n gv 
Z w e ^
„ j

1:

(45)
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Dim ostrazione del teorem a 2.

Per N q u a lsias i, la p robab ilità  di scelta  d e ll'a lte rn a tiv a  j è da

ta  da :

N-1p (N) = Nw / F ’(x-v )G (x) dx.
3 j-co  D

(46)

In fa t t i ,  se n -1 a lte rn a tiv e  hanno u tilità  minore di x, il che 

avviene con p ro b ab ilità  gN 1 (x), e la re s ta n te  a lte rn a tiv a  è del tipo  

j e ha u tilità  in (x,x+dx), il che avviene con p ro b ab ilità  w ^f ' ( x -V j)d x , 

quest'u ltim a  a lte rn a tiv a  è l'ottim ale. Ciò può accadere  in n modi d i

v e rs i e p e r  tu t t i  i valori di x, da cui la (4 6 ).

Si defin isca la seguen te  funzione di v ^ , . . . , ^ :

V V1.........V
/ x d G (x) , (47)

la quale  non è a ltro  che l 'u tilità  a tte sa  associata  a ll'a lte rn a tiv a  di uti_ 

lità  massima in  un campione di ampiezza N. Si consta ta  facilm ente che:

N-1N w F ' (x-v . ) G (x) =
: :

N
3 G (x )

3 v .
D

(48)

e .p e r ta n to  :

“ 3GN ( x )

V ’ ‘ - l  dx ’
N3G ( x ) 
3 v .

+ 00 N<» 3G (x) + / x d 3 v (49)

Dalla (48) segue che il primo term ine a d e s tra  della (49) è nul_ 

lo, e , p e r ta n to , la definizione (47) e la (49) implicano la p ro p r ie tà

p. (N) = —  V (v , ...fv ) . j 3v n 1 n
j

( 50 )
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Cioè, le p robab ilità  di sce lta  sono le d e riv a te  d e ll'u tilità  a tte sa to  

tale r isp e tto  alle u tilità  de term in istiche. Tale p ro p r ie tà  vale p e r  qualun

que n , incluso n-x».

Poiché, come già v isto

lim V = V N
Nx°°

1— In $ 
8

In E

j
wj

(a  meno di co stan ti add itive  ind ipenden ti da v

lim
N-*oo

Pj (N) 3V
3vj E

j
w ej

ßV-j

tv ) , si ha:n

e ciò s tab ilisce  il r isu lta to  (45).

Col teorem a 2 viene su g g e rita  una co rrisp o n d en za  completa t r a  

teo ria  delle u tilità  casuali e massimizzazione d e ll'en tro p ia , e , di conse — 

g u en za , p e r  via dell'equ ivalenza d im ostrata  da Smith (1983b), teo ria  

dell'efficienza delle u tilità .

Va no ta to  che la (45) è lievem ente p iù  generale  della (9 ) ,in q u a n  

to  c iascuna a lte rn a tiv a  è p o n d e ra ta  d iversam ente  tram ite  i pesi w_.. Ciò 

non co stitu isce  una v era  e p ro p ria  d iffe ren za  s tru t tu ra le  nei due model

li: qu a lo ra  si assum a che i w siano proporzionali alla num erosità  del_ 

le a lte rn a tiv e  di tipo  j , cioè :

w = k N ,j j

Nj è il num ero to ta le  di a lte rn a tiv e  di tipo j,
in cui
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allora la ( 9) , app licata  a tale situazione e conteggiando le a lte rn a tiv e  in 

modo c o rre tto , d a reb b e :

T
j

P
E
j

Svi 
Nj  e ^

|3v. 
Wj e 3

y 6vj E w e J

Si è o ra  in g rado  di s tab ilire  la co rrispondenza  t r a  teo ria  delle 

u tilità  casuali e massimizzazione d e ll'en trop ia  in modo rigoroso .

Si defin isca  la funzione in /Rn

F(v)
_1_

3
In

n
E

j = l
w

j
(51)

c h e , come sappiam o, è l 'u tilità  a tte sa  associata  ad una scelta  ottim ale.

La f  (v) è una funzione convessa; p e rtan to ,è  possibile defin ire  

la sua funzione con iugata  tram ite la trasfo rm ata  di L egendre:

X (y)  = max ( E  v y -  F ( v )  1 
v . j j 3

A nnullando le d e riv a te  del term ine a d e s tra ,s i  o ttiene :

w. eBV3 

y j r 6vj
j =>

e , come si s a , q u este  non sono a ltro  che le p ro b ab ilità  di sce lta . La 

trasform azione di L egendre  s tab ilisc e ,p e r tan to ,u n a  dualità  t r a  lo spazio  

dei v e tto ri v, che sono le u tilità  de term in istiche , e lo spazio dei v e tto 

r i  y, che sono le p ro b ab ilità  di sce lta . Dalla (53) si r icav a  :

(52)

(53)
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v
j

1 j Bv,— ( I n  —  + l n $ ) , 4 > = E w e  J 
B w. -ì D

3 J

e , so stitu en d o  questo  risu lta to  nella (52), si o ttiene:

jC(y) = i  E 
B j

1

y . i l
y j In —~ + t  In  4> -  ~r In  $+

w B
j

y .
—  E y -  I n  — — 
B i 3 w.

(54)

La funzione:

1 Y 
E(y) = T E y In  7~  B j : w.

(55)

è ch iaram ente  u n 'en tro p ia  (cam biata di seg n o ) . Si è così stab ilito  che 1' 

en tro p ia  è la tra sfo rm a ta  di L egendre d e ll'u tilità  a tte sa .

La trasform azione di L egendre è re v e rs ib ile , cioè è possib ile 

de term inare  la funzione coniugata  della funzione e (y ), che è an ch 'e ssa  

convessa:
y .

£ * (v) = max ÌE y v -  7- E y i In 7'  ̂ • (56)
y  j  d :  B j  J w j

Poiché lo spazio dei v e tto ri y è norm alizzato, la m assim izzazio

ne nella (56) è so g getta  al vincolo:

E Yj =1. 
j

(57)

In troducendo  un m oltiplicatore di L agrange v p e r  il vincolo (57) 

ed eguagliando ad esso le d e riv a te  del term ine a d e s tra  della (56), si ot 

tiene  :
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1 Yj
Vj " i  ( l n  7~ + 1 » = V'j

da cui:

, Bv.  , - ( l + B v )
y . = k w e  i  k  = e3 j

In f in e , eliminando la costan te  k tram ite il vincolo (57),si ha:

Bv. w e J
jy = --------------  '

j Z Bv.  w e j
3 3

cioè un  r isu lta to  identico  alla (53) 

Ponendo

(58)

Bv$ = E w e j
j

3

e sostitu en d o  la (58) nella (56), si o ttiene:

£  *( v) v .y. - E y. v . + —  In
3 3 j 3 3 B

1 Bv.3w eIn $ =r -  In zB "1 j = F (v) . (59)

Cioè, la trasfo rm ata  di L egendre della funzione en tro p ia  E(y) è 

l 'u tilità  a tte sa  f ( v ) .

Si è così stab ilito  il seguen te  :

Teorema 3 (L eo n a rd i) .

Le funzioni f ( v) (u tilità  a tte sa )  ed E(y) (e n tro p ia )  sopra  d e f i 

nite sono rec ip rocam ente  coniugate nella d u a lità  in d o tta  dalla t r a 

sform azione di L eg en d re . I due spazi posti in d u a lità  sono
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lo spazio delle u tilità  determ in istiche v, 

v e  ir ,

e lo spazio delle p robab ilità  di scelta  y, 

y e  s ,

in cui

S = i x : x £  ¡R , E x  = 1 }
j j

Il r isu lta to  del teorem a 3 si rife r isce  al com portam ento di un sin 

golo ind iv iduo . Esso può , tu tta v ia , e sse re  esteso  senza difficoltà  al ca

so di p in d iv idu i. In ta l caso , le p robab ilità  di sce lta  v e rre b b e ro  s o 

s titu ite  dai f lu ss i, cioè dalla d is tribuz ione  dei p ind iv idu i t r a  le va rie  

a lte rn a tiv e , semplicemente moltiplicando p p e r  y . Si ha così che il com 

portam ento  di sce lta  ha due rap p resen taz io n i a lte rn a tiv e , com pletam ente 

eq u iv a len ti: una rap p resen taz io n e  nello spazio  delle u tilità , tram ite  la 

funzione f (v) di u tilità  a tte sa , co rrisp o n d en te  alla teo ria  delle u tilità  ca 

suali, ed una rap p resen taz io n e  nello spazio dei f lu ss i, tram ite la funzio

ne en tro p ia  E(y) , co rrisp o n d en te  al p rinc ip io  della massimizzazione 
d e ll 'en tro p ia .

5. Conclusioni

L 'equivalenza t r a  i tre  approcci d iv e rs i alla modellazione del 

com portam ento d i scelta  con d isp ersio n e  p ro b ab ilis tica  è s ta ta  d im ostra

ta  facendo riferim ento  ad un esempio molto sem plice, che può e sse re  con 

s id e ra to  il p ro to tipo  base d i tu tt i  i modelli di scelta  in  cui il com porta — 

mento ind iv iduale  è ind ipenden te  da quello degli a ltr i in d iv id u i. Casi
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più com plessi possono e sse re  immaginati, in cui fa tto ri quali il num ero 

limitato di a lte rn a tiv e , o la capacità  lim itata, o l'affollam ento eccessivo , 

inducono e ffe tti  di d is tu rb o  recip roco , di inibizione e di competizione 

t r a  i v a ri in d iv id u i. In tali c as i, le scelte  sono soggette  a vincoli u lte  — 

r io r i ,  e in  generale  l 'u tilità  di ciascuna a lte rn a tiv a  d ipende dalla nume - 

ro s ità  degli ind iv idu i che la scelgono. In a ltre  p a ro le , è necessario  i n 

t ro d u r re  segnali d i sca rs ità  endogen i, so tto  forma di e s te rn a lità  n e g a ti

ve o p re z z i .

U n 'analisi com parata sui d iv e rs i approcci a ll'in troduzione  di ta  

li segnali è oggetto  di un pun to  apposito  in B ertug lia  et a l. (1983).

Un'ultim a no ta  concerne  la relazione t r a  il p rinc ip io  delle u tilità  

casuali e la massimizzazione d e ll'u tilità  de term in is tica . A ppare ovvio che 

q u est'u ltim a  è deducibile  come caso limite dalla prima*, qualora  si elimini 

la condizione di e te ro g en e ità  della popolazione.

Più p rec isam en te , è s ta to  d im ostrato da Evans ( 1973) che unm o 

dello del tipo  (9 ) , o (1 9 ), o (4 5 ), coincide col modello di scelta d e te r  - 

m inistico quando il param etro  3 tende all'in fin ito . Poiché, secondo l'in  - 

te rp re ta z io n e  della teo rià  delle u tilità  casu a li, 6 è inversam ente  p ro p o r 

zionale alla v a rian za  della d is tribuz ione  (2 8 ), tale caso limite coincide ap 

p u n to  con quello in cui la d is trib u z io n e  dei term ini casuali dell'u tilità  de 

g en era  in una concen trazione su  un unico valo re , cioè l 'e te ro g e n e ità  del 

la popolazione scom pare.

Ciò può e sse re  dim ostrato  in g en era le , anche senza  assum ere 

p e r  la d is trib u z io n e  la forma specifica (28 ). Si supponga che la d is tr ib u  

zione f (x ) d eg en e ri in una concen traz ione  su  un  dato valore  a , cioè:

( 6 0 )
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In ta l caso , la co rrisp o n d en te  d en sità  sarà :

F ' (x) = <5 (x-a) (61)

ove 6 (x-a) è una de lta  di D irae co n cen tra ta  su l valore a.

S ostituendo le (60) e (61) nella (27) e notando che:

0, x < max (v +a) — k
Il F (x-v^-a) = '

k / j  1 , j x > max (v +a)

k*J k

si o ttien e :

Pj max
k / j

, fi(x-V.-a) dx(v +a) 3k

1, se v > max v
1 w  k k?]

0 , se v <
j

max
k*j

vk

(62)

c ioè, la sce lta  si co n cen tra  su ll 'a lte rn a tiv a  di u tilità  massima, che è p re  

cisam ente il p rinc ip io  neoclassico di massimizzazione d e ll'u tilità  determ i

n is tic a .
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